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Loptimisation équitable de problémes multi-agents

Les criteres de décision standards face a I'équité

On considere le probleme d’affectation suivant :
@ 5 objets a affecter a 5 agents (un objet par agent)
@ matrice de colts (colt d’attribuer I'objet / a I'agent j) :
5 8 (4 9 8
1 3 2 7 8
B 9 2 9 5
10 1 3 (3) 4
5 1 7 7 (3
@ Optimiser la somme des colts : (8,1,2,3,1), colt total 15
@ Une solution plus équitable : (4,3, 3,3,3), codt total 16
@ Le Minimax a d’autres défauts : (100, 0) et (99, 99)
@ Quel critere utiliser pour avoir des solutions équitables ?
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Loptimisation équitable de problémes multi-agents

Définition formelle

P probléme d’optimisation mono-critere multi-agents :
@ nagents N = {1,...,n} a considérer pour optimiser P

@ vecteur de colts associé a une solution du probleme P :
X =(Xy,...,Xp) € R (x; = colt de la solution pour agent /)

@ comparer des solutions = comparer leurs vecteurs de colts

Optimisation équitable d’un tel probleme, équilibre entre :
@ juste répartition des codts entre les agents
@ mais également performance globale

Les deux objectifs de I'exposeé :
@ disposer d’un critére qui quantifie I'équité
@ I'optimiser efficacement sur un probleme combinatoire



Loptimisation équitable de problémes multi-agents

Exemples de problemes équitables

Version équitable des problemes classiques en optimisation :

@ affectation, multi-matching pour réseaux sociaux (Meetic)
@ arbre couvrant, plus court chemin...

Plus court chemin pour 2 robots allant de aa g.

Approche tres économique de I'équité. D’autres approches :
@ Paper assignment problems : par exemple [Goldsmith and
Sloan 07, Wang et al. 08]
@ Allocation équitable de ressources indivisibles : par

exemple [Bouveret and Lang, 05]
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Une formalisation de I'équité issue de I’économie

Définitions préliminaires

Dominance de Pareto
Vx,yeRl :xzpy < [Vie N,x; <yl
X=py < [xzZpyand not(y Zp x)]

Propriétés définies pour une relation de préférence = :

Pour tout x € R, pour toute permutation = de
{1,...,[7}, (XWU),...,XTF(n)) ~ (X1,...,Xn)

P-Monotonie
Pourtoutx,y e R, x Zpy=xrzyetx-py=x>y




Une formalisation de I'équité issue de I’économie

La dominance de Lorenz : introduction

Formaliser la notion intuitive de répartir les codts :

Principe de transfert (de Pigou-Dalton)

Soit x € R'! tel que x; > x; pour 2 coordonnées /, ;.
Alors,Vetq0 <e < X; — Xj,0ona:x —ce+c€ = X

Exemple : y = (9,10,9,10) = x = (11,10,7,10)

Combiné a I'idée de P-monotonie, on choisit les vecteurs les
plus équitables et les plus performants. Pour comparer
w = (8,10,9,10) et z=(11,10,7,12), on remarque que :
@ w > y par P-monotonie car (8,10,9,10) >p (9,10,9,10)
@ y > x par le principe de transfert (exemple ci-dessus)
@ x > z par P-monotonie car (11,10,7,10) >p (11,10,7,12)
@ etdonc w > z par transitivité.



Une formalisation de I'équité issue de I’économie

La dominance de Lorenz : caractérisation

Vecteur de Lorenz (généralisé)
Pour x € R, le vecteur de Lorenz généralisé est défini par :
I_(X) = (X(1), X(1) —+ X(z), ce X(1) —+ X(2) + ...+ X(n))

ou X(1) = X(2) = - .. = X(n)- ;
La j’™e composante de L(x) est L;(x) = >"/_, X(i)-

Dominance de Lorenz
X,y eRY, x Dy <= L(x) Zp L(y)

Théoreme de Chong

La dominance de Lorenz est le plus petite relation transitive
vérifiant : Symétrie, P-monotonie et Principe de transfert.




Une formalisation de I'équité issue de I’économie

Un critere pas suffisamment discriminant

Malheureusement, on peut construire des problemes ou tous
les vecteurs réalisables sont non-dominés au sens de Lorenz.
Probleme d’affectation avec m objets a distribuer a 2 agents :
@ colts d'affectation : cj =2 etcy; =21, j=1...m—1,
cim=0, c&m =2M 41,
@ 2™ affectations de vecteurs de colts
{(2k,3 x 2™ — k), k € {0,...,2™ —1}.
@ ensemble de vecteurs de Lorenz correspondant :
{(3x2m=1—k,3x 2"+ k), ke{0,...,2m - 1}}.
@ — nécessité de raffiner la dominance de Lorenz

Exemple : famille des Ordered Weighted Averages (OWA)

Combinaison linéaire de colts apres tri :
W(x) =>4 wixgy = Do (W — wip1)Li(x)




La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

ltérer pour raffiner

@ ~, raffine =p

@ Dongc, si L(x) et L(y) pas comparables > p, peut-étre qu'ils
le sont par >;.

@ Et 'on peut itérer le procédé!

Dominance de Lorenz d’ordre k : K

L(x) if k=1

k _

L5(x) —{ L(L1(x)) if k> 1

Vx,y €RT, x oKy < LK(x) zp LX(y)

V.

Stricte dominance de Lorenz d’ordre infini

=2°=Uks1 ~1 (les = sont des ordres emboités)

v




La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

Algorithme pour tester la stricte L*°-dominance

Pour comparer x = (3,2,3,2) et y = (3,3,3,0) :
@ L(x)=(3,6,8,10) et L(y) = (3,6,9,9) — pas de dominance
@ [2(x)=(10,18,24,27) et [3(y) = (9,18,24,27) — y = x.

Algorithm 1: Testing strict L=°-dominance
U — T
U= Y.
while [not(w ~p v orv =p u)] do
u— L(u):
v+ L(v);
end
if (u =p v) then z =77 y:
if (v -p u)theny ~7° =

@ comment savoir quand I'algorithme termine ?

@ on va exprimer L* directement sur les vecteurs !
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La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

Expression matricielle du vecteur de Lorenz

@ Pour x € R”, on note x! le vecteur croissant trié de x
@ On remarque que : L(x") = L(x)
@ Soit £ la matrice n x ntelle que /j =1 sii+j > n, 0 sinon :

0 - 0 1

Proposition 1
Pour x € R7, Vk, LK(x) = £k xT

On peut diagonaliser £ (matrice symétrique réelle) de la fagon

suivante : £ = !P.A.P avec A matrice diagonale.
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La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

Réécriture de la dominance d’ordre k

@ On décompose LX en nlines £%...LKetona:

chx < chy!
xzky o chkx'=prkyl = :
LEXxT < Ky
@ A tout ordre, l'itération de Lorenz = intersection de n
ordres.
@ Structure de la preuve pour exprimer ~{° :

@ exprimer ces n ordres
e montrer qu’ils sont équivalents a linfini

e montrer que leur équivalent converge vers une limite
connue
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La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

Convergence de l'itération a l'infini

Vx € R, LK(x) ~ M TPy x W(x) ou W est une fonction OWA.

Lemme 2
Pour x,y € R, W(x) < W(y) = x =° y.
W(x) = W(y) = x et y incomparables par >~°.

Théoreme de représentation de la L*°-dominance par un OWA

Vx,y eRl, x =y < W(x) <W(y) ot
W(x) = >, sin (("ZLLK )”) X(k)
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La dominance de Lorenz d’ordre infini : L°°

Propriétés remarquables

@ pour comparer 2 vecteurs, pas besoin de I'algorithme

@ on sait exactement pour quels couples de vecteurs
I'algorithme termine

@ poids de W > 0 et strictement décroissants : compatibilité
avec L

@ jeu de poids particulier pour TOWA

@ la relation est incomparable avec est une relation
d’équivalence, et on définit donc :

L*°-dominance faible

Vx,y e R, x 2%y <= W(x) < W(y)
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Le probleme de multi-affectation équitable

@ On veut affecter m objets a n agents, sachant que :
e I'agent i peut recevoir entre /; et u; objets

o l'objet j peut étre affecté a un nombre d’agents de /; a u;
e le colt d’assigner I'objet j a I'agent i est c;.

@ Paper assignment, social meeting, problémes de transport

@ Formalisation comme PL 0-1 multi-objectif :

m
Min xi = ¢z, i=1,...,n
=

/]'ISZ/Z:1Z/]'SU; j::17...,m
s.t. h<¥lizg<u i=1,....n

zj € {0,1} Vi, Vj

Proposition 2 : le probléme de multi-affectation équitable est NP-difficile

Décider si il existe une multi-affectation de codt W(x) < a est NP-complet.

@ idée de la preuve : réduction depuis Partition
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Formulation en programmation mathématique

Le théoreme de représentation permet d’écrire la recherche
d’'une multi-affectation L>°-optimale comme le programme
mathématique 0-1 non-linéaire suivant :

Min W(x Z Wik X(k) (1)

2—1‘3//2:/ i=1,...,n
U
//<Z, 1Zp< U j=1,....m
l,-gzj:1z,j§u, i=1,....n

z; € {0,1} Vi, Vj

(m s.t.

ou wy = sin ((nz;;f)”> pourk=1,...n
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Linéarisation du critére L>

@ Soitw = (wy — wo, Wo —Ws,..., Wp_1— Wy, Wp). W > 0.
@ On réécrit 'TOWA comme une combinaison linéaire des
composantes du vecteur de Lorenz :

(M) Min W(x Zwkx(k zn:w;Lk(x) s.t. (22)
k=1

@ Ly(x), la k’®™ composante du vecteur de Lorenz, est la
solution du PL suivant (Ogryczak’03) :

n
oy Z/ 1 Qjk =
Max <Z1:a"‘x'> {O<a,k<1 i=1...n
1=
@ de dual :

5 .

_ | k+bi =X i=1...n
Min (kfk-l-z;b/k) S‘t'{bikZO i=1...n
=
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Formulation linéaire de notre probleme

w’ > 0 donc on peut recoller les morceaux en imbriquant les
programmes linéaires en minimisation :

n n
Min > wiLk(x) (k X+ Y bik)

k=1 i=1
F<Yilyzp<u  j=1,....m
/,-gzj’Lz,-jgu,- i:1,...,n
(M) st e+bx>>1"cjz; Vik=1,....n
bix >0 Vi, k
z; € {0,1} Vi, Vj

I" est un programme linéaire en variables mixtes
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Résultats numériques

Les temps sont donnés en secondes

n=|10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t .04 38 14 31 51 15 74 120 280 -

TAB 1 — Affectation L°>°-optimale, colts dans [1; 1000]

n=| 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t 98 24 11 23 32 58 84 160 230 -

TAB 2 — Affectation L*>-optimale, colts dans [1; 20]

n=| 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
t 48 10 20 37 57 93 150 220 360 -

TAB 3 — Paper Assignment L>°-optimal, codts dans [1; 5]
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Extension de ces résultats au cas pondéré

@ équivalent pondéré de L-dominance = dominance
stochastique d’ordre 2 (SSD)

@ équivalent pondéré de OWA : WOWA (ou critere de Yaari)

@ on montre que l'itération dans le cas pondéré converge
vers un critere WOWA

@ on peut résoudre par un PL trés proche de (')
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Résolution du probleme de multi-affectation L°°-optimale

Conclusion

@ itération déterminable mathématiquement : on converge
vers un OWA

@ possibilité de résoudre numériquement par PL des
probléeme comme Paper Assignment pour 1000 agents

@ on peut traiter tout pb modélisable en PL par la méme
approche, multi-affectation n’est qu’un exemple

@ interprétation de 'OWA a poids strictement positifs
strictement décroissants

@ extension possible au cas pondéré du modele, du
théoreme de représentation et de la linéarisation
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